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ABSTRACT
We refine some analyses of Sato et al.(2002)and Mimura et al. (1997) and demonstrate the
following: (1) One of the single resource models in the former is expanded by introducing a
discount rate. (2) A multiple-resource model is presented m a different framework from the latter
to generalize the well-known Hartwick rule. (3) A simple model is utilized to show the usefulness
of point transformations and conservation laws,…
1.はじめに
枯渇性資源の最適採掘開発は、 1960および70年代に盛んに分析されたきわめて長い経過を持つ古
典的な問題であり、特に70年代以降は分析手法としてボントリアギンの最大値原理が、この分野に
限らず、経済学に極めて有効な手段として盛んに利用された時代でもあった。この期間の枯渇性資
源を巡る業績の網羅的解説書としては、最大値原理を表立って強調してはいないものの、たとえば
Dasgupta and Heal(1979)が格好のものであるO邦語文献としては、 70年代以後の業績もカヴァ-
した時政(1992)があり、この間題の分析にますます精赦な分析が加えられていることが窺え、時政
には東大値原理の簡潔な説明も含まれているO
最近になってMimura et al (1997)およびSato and Kim (2002)により、この間題に、保存則を使
って新たな側面から光が照射されたDそこで本論文では最初に、 1960年代および70年代に盛んに分
析された古典的な間蓮の中でも、もっとも基本的なモデルを取り上げ,点変換と保存則の有用性を
例示する。
自然資源の最適採掘問題に絡んで必ずといっていいほど登場するのが、ハートウイック・ルール
(Hartwick(1977. 1978))である。これにはさまざまな形があるが、本質的には一定の消費を保証し、
世代間の公平を意図するルールであるといえる(Mitra(2002)も参照されたい)。消費の一定性を示
すためSato and Kim(2002)の一部では、割引率を無視した単一枯渇性資源のモデルで、保存則を揺
用しているが、彼らの手法は、割引率を新たに導入したモデルにおいては不都合が生じるように思
われるO　この点を明示するのが本論の次の目的である。
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Mimura et al.(1997)では多数の枯渇性資源が扱われ、ひとつの生産関数、ひとつの消費財の下で
ハートウイック…ルールと保存則の関連がいくつか明らかにされている。本論文ではこれをさらに
一般化し、生産部門も多部門化して、多数の生産関数、多数の消費財を扱うが、保存則は使わず、
最適制御理論の枠組みでの中で、ハートウイック・ルールの含意を検討する。モデルを解く際に、
どの時点でハートウイック…ルールを考慮するかにより、解の振る舞いがまったく異なることが明
らかとなる。
本論文の以下の構成は次の通りであるo次節では枯渇性資源のもっとも簡単なモデルを取り上げ、
保存則を用いて解を求める。第3節と第4節では制約条件として新たにマクロ均衡式を付加し、ま
たSato and Kim(2002)の一部で無視された割引率を考慮するO　さらに消費に依存する効用関数を目
的汎関数とし、 Sato and Kimの手法の問題点を吟味する。第5節では単一消費財での一定消費をE]
処としたハートウイック・ルールの有効性について、最適制御理論の基本的枠組みを念頭に置き検
討する。第6節では枯渇性資源の教を複数化し、消費財も多数化して、同株の枠組みで分析を行う。
2.基本モデル
最初にもっとも基本的で単純な問題を取り上げ、点変換とゼロ保存則の有効性を確認しようO　モ
デルは枯渇性の有限資源からの採掘量に依存する社会的利得関数を想定し、割り引かれた利得を無
限期間にわたって合計したものを最大化するという問題であるO有限資源ストックをSO)、採掘量を
R(t)とすると、モデルは次のように定式化される(Dasgupta and Heal(1974, 1979 ch.6)参照)O
maxJ R(t?etpidt s.t. S(t)--R(t)
given O</i<l, p>0, S(0)=SO>O
kit)を乗数として、通常のハミルトニアンは
H - R(tye-p'+ A(t)(-R(t))
となるが、点変換
:、(　　　　　　　　-'f　　　　　　　　"f
r(/)≡R(t)e h , s(t)≡S(t)e h ,り(i)=X{t)e>
を施すと、点変換後のハミルトニアンは
H - r(tf +t?(t) (-tit)一告s(o)
1日
(2)
m
(4)
となるo乗数を除き、点変換後の変数には小文字を使っている点に留意されたい。以下、誤解のな
い限り時間変数を省略して書くと、ゼロ保存則は
H-r"+什r一昔s)-Q (5)
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となる。時間に陽に依存しない体系ではハミルトニアンが一定になることは解析力学の周知の定理
である(LanczosCigyO)),変数がすべて時間に関して連続で、諸関数が連続の場合、ハミルトニア
ンの-定借がゼロになる点については片岡(2002)あるいはその証明を簡略化した橋本(2004)を参照
されたい。
(4)を使ってEL条件を求めよう。
些=Ar*-一甲=O
tV
.7/
~諒=~り⇒
cW
=s
fin
)
⇒ 7-hr" ⇒ r-(若戸
・IJ
告榊→ tj-Tt(oy
⇒ s--ir+告S)
モデルが単純であるので、 EL条件を解析的に解くことができる(7)を(8)へ代入すると
r-(雪竺戸-(箸戸ei討-rne*(*-!) -(笠戸
I　　　　　　　　1　　　-'  .　　　　　'・　　　　　　　　　　　　　I
(9)
となり、採掘量rは指数的に減少するという周知の結果を得る。これを点変換前の元の変数に変換
すると
R(t)= e告L,.孟` = ,o討　　　　　　　(10)
となる。なおrQ-R。は点変換の定義から明らかであるo元モデルの制約条件(1)である丘--Rに、
(10)を代入し積分すると
S-∫ (-R)dt-一m;岩dt-一馬坦e孟-sne孟`p Ogle
となり、資源ストックSも指数的に減少するOなお初期値soは(9)より
・Jn -Sn -鰭-(箸)聖
である。
実は同じ結果(ll)が、制約条件を直接使うことなく、 (7)(9)とゼロ保存則からも得られることを
確認しよう。ゼロ保存則(5)より
S=土(r*-rり)=旦(rh -q)
on　　　　　　　り
となる。これに(7)(9)を代入すると
(12)
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s-hi!ky-ie品'[ { <*>毒討r-りoe言　p*l。e
l  p t　　　-S-t    lォ'
=1(警戸e孟`(I-A)≡sne - , S.≡-i(警戸a-*)
-B-t   lォJ
h`叫, so-譜戸a-*)
1-V
*蝣ft∴∴
となる。 〝Oの値は次の段落で決められるoこれを元モデルの変数に変換すると
l　　.　　　I
S = sne前′`e芸′ = s。e前〆
(13)
(14)
となり、 (ll)と一致する¥sg sgである)o
保存則のおかげで、内生変数の初期値も完全に決めることができる。ゼロ保存則(5)において、
′=0とおけば
H(O)-roh+rjo(-ro一昔so)-O ラ qo-f。 + (p/h)s。
(15)
となる(6)で、1=0とおけば
,11111-0号戸-</-'り。前-h前炉
となるので、この式を(15)に代入すると
1111
%=(*前q。高')*/W-%盲∃+わ/h)s。)
11hh11A
⇒甲。(hトhり。^レ/*K)-*'-り,A-1
。⇒り"(Aト+A'-*)-i7。(′/ォ)*(16)
IIAIh⇒q。万コ(A1-*+#-*)-レ/h)so→り<*ri(h両+h'アll
となり、乗数の初期億が既知の定数によって決められる。roについても同様であるO
本節の最後に、解の候補を決める方法で、上と同じ結果を導出しよう。橋本(2004)の結果から、
解の候補は次のように決められる。
竺,姓二堕′
r=rne's=sne'7j=T]oe
この第3式と、EL条件(7)より
I*.'-・1>サ;II:岬!、
(*-1)
となるので、これを(17)の第1,2式にそれぞれ代入すれば
⊥_1_」--t
-,/<*-<>r-mes-sneA(*-t)
を得る。これらはそれぞれ(9)、(13)と一致している。次節ではこのモデルを若干拡張する。
(17)
(18)
(19)
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3,マクロ均衡式の付加と一定の消費
ここで分析されるモデルも、本質的には1960、 70年代に盛んに分析されたモデルであって、形式
的には基本モデルの制約条件に生産、投資、消費からなるマクロの均衡条件を付加したものである。
ごく最近保存則により、新たな局面が展開されていることは既述の通りであるが、本節の分析は資
源の多寡、割引率の有無などからみて、 Mimura et al.(1997)とSato and Kim(2002)の二モデルのい
わば中間的存在にあたるo消費を導入した場合の目的関数は効用に依存させるのが常套手段である
が、効用関数を考慮したモデルは次節で分析されるo
枯渇性の有限資源の間蓮に頻繁に登場するのがHartwick (1977, 1978)であるO彼は本質的に世代
間の公平性を考え、消費を一定に保つような投資の条件を念頭において分析したのであるが、彼が
この基準を捷喝して以来、さまざまな形でハートウイック…ルールと呼ばれる基準が分析されてい
る(例えばMitra(2002)参照)。ハートウイック・ルールの定式化については後にまわすことにして、
世代間の公平性を意識して,このモデルでは消費を外生変数として扱い、それが一定になるための
条件を分析することになる。言い換えれば、消費の保存則の存在を検討することになる。
本節のモデルでは、基本モデルにマクロ均衡式が加えられて、制約条件が二つになり、その分複
雑になったことも考慮し、基本モデルの目的関数をいっそう簡単にして、資源採掘量に比例する利
得があるものとする。ここではα>0を定数として、 El的汎関数を次のように書くo
max ∫on αRit)e pidt　　　　　　　　　　　(20)
複数資源を対象にしたMimura et al..(1997)では全体を通して割引率が考慮されており、他方単一資
源のSato and Kim(2002)の前半では割引率が考慮されていない。本節では新たな内生変数として資
本ストックKit)が導入され、また新たな外生変数として消費C(t)が入り、制約条件は次の二つになるo
K(t) =f(K(t),R(t))- C(t), S{t)= -R(t)
given K(Q)-KO>0, S(0)-SO>0, p>0
(21)
関数fは一次同次の生産関数である(枯渇性資源と生産関数の一次同次性についてはDasgupta
and Heal(1979,, ch.7)、時政(1995)参照)。本節では、消費C(∫)は取り敢えず時間に依存するが、内
生変数として扱わない点に留意されたい(21)の第1式右辺には採掘コストとして、採掘量に比例
した項を考慮することも可能であるが、以下の分析には基本的な変更はない。
Mimura et al.(1997)の前半では有限視野Tのもと、 I.種の資源について、目的関数と制約条件の
一方をそれぞれ
JTept
。∑.aftdt,S,-一尺ept
としたため、結局
(22)
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∑ォA(D
(23)
を最大化するという問題に帰着してしまった。単一資源を扱ったSato and Kim(2002)の前半では、
無限視野でありながら、割引率をまったく考慮していないため積分の発散の問題を抱えている。
(なお、両論文とも具体的な解を求める分析は行っておらず、消費の-走性と保存則との関連を分
析することが主E]的になっていることを付言しておくO)
消費C(∫)を取り敢えず外生変数とし、しかも後の第5, 6節で行うように、体系外から条件を付
加し、消費経路を特定化するに当たっては微妙な問題が発生するoそこで問題(21)をより厳密に分
析するために、ラグランジアンを次のように定義することから始めようo
L = αR(t)e-サ+ W)(f(K(t)iR(t)) - C(t) - Kit))
+ち(OH?(0 - S(O)
これに次のような点変換を施す。
r(t)=R{f)e p'y s(t)=S(t)e-pl, k(t)-K(t)e~p', c{t)-C{t)ea-p>
Tjl(t)-Al(tyl, %(0-もay
そうすると、関数fが一次同次であるから、 (24)は
L = αr(t) +り蝣.(iX/CtCO. rCO) - cit) - pk{t) - k{t))
十%(t)(-r(t) - ps(t) - s(t))
(24)
(25)
(26)
となる。これが時間に陽に依存していないので、解析力学の著名な定翠(Lanczos(1970,, p.177))か
ら、次の力学のハミルトニアンが最適経路に沿って保存される(以下、誤解のない限り時間変数を
省略)o
-H-L一芸k-豊丘-αr+ni(f(k>r)-c-pk)+甲,(-r-ps)-const. (27)
この式とボントリアギンのハミルトニアンとの違いはマイナス符号だけなので、以後は特に区別し
ないこととする。なお点変換後の制約条件は(26)から分かるように
*(0 = /(*(*),KO)-<t)- pk(t), s(t) --(r(O+ ps(t))(28)
であるo消費蝣0)は外生変数であり、制約条件は形式上(c,k, r,s)について一次同次であるが、 (k, r,
S)については、この第1式の右辺が一次同次になっておらず、また消費蝣it)を外生変数と考えたと
き、 「最適経路」を決めるEL条件の中には、消費に関するEL条件が含まれないという点に留意され
たいOなお点変換前と点変換後のモデルの同債性についてはLanczos(1970, pp.115-117)を参照され
MH
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∂ji
--α+71監-72-0 - 72-ォ+?l監tV
∂涼
有--行L ラ ql(霊-p)-一々. -乱-p-霊q]
壁
∂!
=-12　→　prj2=7?2　⇒ 1i-WP
EL条件を求めると
となるっ　これらに制約条件(28)が加わり、さらに横断性の条件
hm tJiitw)--> l"n%('MO=0 (32)
が必要であるO　この段階で、保存則(27)にある消費・(/)は内生変数ではないが、定数かどうかは不
明であり、ここでは取りあえず、より一般的に時間の変数として放っているO形式上消費が陽に時
間に依存していないことは明らかである。
当面の目標はハートウイック・ルールを念頭におき、消費Cが外生的に一定になることが、モデ
ルの含意と矛盾しないかどうかを、保存則を使って検討することである。制約条件が複数になって
いるので、前々節とは異なり、保存則の効果的な使い方が望めない可能性もあり、以下では基本的
にSato and Kim(2002, p.441)の推論を踏襲し、その間選点を探ることにしようo
まず保存則(27)を次のように書き換える。
h = αr +Tjtk+r?2(-r-ps)
これを時聞に開して全徴分すると
晋-αr+jj}k +りIk+ii2(-r -ps)+Tj2(-r-ps) -0
となるoこの式の章後の項に制約条件s- (-r-ps)を代入して
αf+ r)xk+甲.k +ヰ2(-r-ps)+Jj2(-r+ p(r+ ps)) - 0
⇒　αf+7?,fc+fyk-(r+ps%巧-pn2)-w--
を得る(31)より、 (斤2-P〝,)=oであるから、 (35)は
αr+?/,」+rj{k-rj2r-0　⇒ (α-r]2)r+7]ik+rilk=Q
となる(29)(30)を便うとこれは
一櫛+り(/>一芸)k+rj{k-0 ラ k+pk一芸p-霊k-0
と変形されるO次に投資に関する制約条件(28)を時間微分すると
(33 )
(34)
(35)
(36)
(37)
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k'-軋紅とIPk ラ ∂--k-pk+霊場krk
となるので、この式と(37)より
=0
が一応得られるのであるO　この式を点変換前の変数に変換すると
c(0=C{t)e p'-const.-c(0) =>　C(t)-c(0)ep!
(38)
(39)
(40)
となることに留意しようo
以上が、 Sato and Kim(2002)の一部に、新たに割引率を導入したモデルにおいて、保存則による
Sato and Kim(2002)の方法を踏襲し、モデルの合意と、点変換後の消費が外生的に一定になること
とが矛盾しないかどうかの分析になる。しかし、 (40)にあるように、点変換前の変数に変換すると
消費は指数的に増え、いずれ上限に到達することになるであろう。割引率がゼロであれば、確かに
消費は一定となるoつまり、 E]的汎関数の発散の問題を回避するため、割引率を導入したモデルに
おいて、 Sato and Kim(2002)の手法を適用すると問題点が生じる可能性があるのである。その手法
の本質は次の節でいっそう明確になる。
4.効用関数を考慮したモデルにおける一定の消費
本節では消費に依存する効用関数を目的関数とした常套的モデルにおいて、再びSato and Kim
(2002)の手法を通用し、その含意を明確にするO　ただし、点変換を利用するため効用関数は当初か
らh次同次と特定化し、より一般的なォcの形は次節で検討するo Lたがって目的汎関数は
JCeーdt
と書かれ、制約条件は前節とまったく同じで、以下に繰り返すと
K=f(K,R)-C,S--R
となるo直ちにハミルトニアンを書き下すと
H=C"e-("+Al(f(K,RトQ+W-R)
となるが、点変換
r(t)=Rit)e<plh)t,c(f)=C(t)e-(p/h}`,s(t)=S(t)e-ip/h)l
・-wサvサ(a-aft¥Jp'k'ik(t)=K{t)e^* tf,M-4(0^`,ワ:(サ-ち(/)蝣(p!h)t
を施すと
41)
(42)
(43)
(44)
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H -c* +rjl{f(k,r)-c一昔k )+rjz(.-r一昔S)
となる。なお点変換後の制約条件は
k-f(k,r)-c一昔k, s--r一旦s
(45)
(46)
であるO前節と同様、点変換後の消費Cが外生的に一定になることと、モデルの含意との関係を分
析するため、このモデルでも消費は外生変数として扱う点に留意しようO
消費に関する条件を除いた三つのEL条件は
雷-71監-72-0 ラ %-J?l監
:i!・ tif-
*rこ・VIi・・/;
dH
首= -*?2
虹:ど_壁
り　h dk
et
一72号-〃2 ⇒?2-?20e
となり、この他に制約条件(46)と、横断性の条件
Hm/ftA:-0, hm7j2s-0 (50)
が必要であるOただし、これらの条件は、消費を内生変数として扱ったときも、すべて必要条件と
して、そのまま成立していなければならないことに留意しよう。その理由は目的関数が消費のみに
依存しているからである。消費も内生変数として扱った場合は、新たに次の条件が付加されること
に>.蝣*る:
壁-hcカ111り-0　ヮ-hch
∂C
(51)
これでSato and Kim(2002)に従い、 ～= 0となる可能性を検討する準備ができた。これは(46)
(50)とそれらを満たす経路に沿って成立する保存則(45)を使って行われる。まず、保存則(45)にお
いて
(f-c一言)-i
とおき,保存則を時間徴分すると
些-hc*叫¥k+rjlk一%(r十号S)-りXr+告s)-odi
となる。次に制約条件(46)の第1式を時間微分すると
k'-旦k十墜r-c一旦k-k(霊-昔)+芸トddk dr
(52)
(53)
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を得るので、これと制約条件(46)の第2式を(52)に代人すると
hch-1c+扉+fl{ (霊-昔)k十芸i-バ
-〟,(r+言s)-n2巨-告(r・昔o }-o
⇒ (hch-'-ril)c+k{ ia +fl(霊-f) M監71-72)
-(>蝣+昔S)(り2号-〟;)-o
となる。この式に(47)-(49)を代入すれば
he" ∂=O c=0
(54)
(55)
となる(消費は外生変数で(51)は成立していない点を想起されたい)。なおこの式を点変換前の変数
に直すと、 (40)にあるように割引率で成長する経路になっていることを想起されたい。ただし割引
率がゼロであれば、点変換前の消費は発散せず、確かに一定に保たれるe
Sato and Kim(2(刃2)による、上のような保存則を時間微分する推論が、割引率を導入したモデル
において、次のような根本的な問題点を含むことが明らかになる。すなわち、たとえば消費Cも内
生変数として扱えば、 (51)が成立するから、このとき(54)は0-0となり、保存則を使った推論は
意味を持たないのである。さらに、消費の代わりにたとえば採掘量rを外生変数とすると、 (54)か
ら、 F-0を得ることになるのである。しかもこの推論自体は、割引率の有無とは無関係に成立する
推論である。ここにSato and Kim(2002)の一部の推論が抱えていると思われる問題点がある。
なお本節の最後に消費をも内生変数として取り込み、しかも消費が定常状態になるケースを検討
しておこう。このとき(51)が有効になり、 c=co-constであれば、 〝]-//1。=constになるOよっ
て(48)より
一、・ ll
h dk
'/.
∂*・　*7io
1tr-　∴
霊- (監)′(監)
となるo　さらに(47) (49)より
を得る。これを時間微分すると
となる。よって(56)-(58)より
(56)
(57)
(58)
(59)
枯渇性資源の最適採掘問題における保存則とハートウイック・ルール　　65
となり、著名なホテリング・ルール(Hotelling(1931))に相当するものがこの経路上で成立している
ことが確認でき、すくなくともこの結果からは、モデル内部の定常状態E= 0を想定することにつ
いて矛盾は生じていない。次節では上記のモデルにハートウイック・ルールを前提条件として付加
し、保存則とは無関係に消費の一定経路の可能性を検討する。
5.ハ-トウイック・ルールと消費の-定性
本節では、常套的な目的汎関数、つまり消費に依存する効用の割引現在価値の合計を員的汎関数
とし、点変換や保存則は使わず経常価値ハミルトニアンによって、ハートウイック…ルールと元々
の最適間蓮との関連を分析する　Sato and Kim(2002)の後半およびMimura et aL(1997)の後半では、
保存則とハートウイック…ルールとの関連性が分析され、いくつかの結果が得られているが、本節
の分析は保存則とは離れて、マクロ的功利主義的モデルでのハートウイック…ルールの特徴付けを
行う(1)
モデルは効用関数として一般形〃(C)を使った(41) (42)であって
m可u{C)e-p'dt
s.t. K-f(K,R)-C, S=-R
と書かれ、経常価値ハミルトニアンは
H` ≡Hep'-u(C)十り',(/(*.*)-C)+甲.(-*)
となるO変換されたのは二つの乗数のみで
77,(0=4(0^', v2(0-W
(60)
61)
(62)
である。したがって、乗数以外の変数にはすべて大文字をそのまま使っていく。なお(61)より直ち
に
H　=const.
となるが、本節では既述の通り保存則は使用しないo
消費以外の変数に関してEL条件を求めると
一、 .・K∴" :・.7-Vふ
∂He
面-一行l ⇒接--々I
aHc
一面-=-?2 ⇒ 0=-rj2 ⇒ rj2=const…
となり、形式上これら3式から割引率が消えていることに注目されたい(63)を時間微分し、 (65)
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を便うと
行2-急行+<>-- -芸ニー(霊)′霊
となるO　この式と(64)より
t *'∴言
(66)
(67)
を得る。これは前節のホテリング・ルール(59)に相当するものである。
一定消費をEl処としたハートウイック・ルールの最も基本的な形は、このマクロモデルにおいて
は資源採掘量から得られる「収益」をすべて投資にまわすというルールと解釈できよう(Hartwick
(1977, 1978)),したがってこのモデルに関しては、これは次のように定式化されるC
k=旦R
dR
(68)
いわばこの条件が体系外から新たに条件として付加されると考えられるので、以下市場の効率性を
考慮したMitra(2002, p….368)に準じて計算を進めると、 (42)の第1式と合わせて
C- f(KtR)一芸R
を得る。これを時間微分して変形すると
・∴K-　ニ:r)A'-∴こi二
=豊*-{ <蝣霊)′霊)R芸
を得るので、これにホテリング・ルール(67)を代入すると
t"- il
(69)
(70)
(71)
を得る。この条件を導出するために直接使われた条件は、 3つのEL条件が合意するホテリング.ル
ール(67)、マクロ均衡式およびハートウイック・ルールであるoつまり、ハートウイック・ルール
をも新たな制約条件として、新たにEL条件を導出し使用したわけではないことに留意すべきであ
る(2)
ハートウイック・ルールの「ご利益」を確認するためには、消費をも内生変数として取り込み、
消費の定常解の可能性を探るのが妥当であるo定常解と- Oが存在するとすれば、消費に関するEL
条件より
芸-u¥C)-7,-0 ラ 7]x-const.
となるO　ところが、 (64)より
(72)
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芸-o ラ K→-　　　　　　　(73)
となるので、消費が一定になる条件とは矛盾するoいわばハートウイック・ルールを「後追い」で
課すことはこの矛盾を避ける意義があるのである。
6.複数資源とハートウイック…ルール
本節ではこれまでひとつしか存在しなかった枯渇性資源を複数にして、ハートウイック・ルール
と複数の消費の-定性について論じることにしようOただし前節同様保存則は本節でも使用しない。
具体的にはモデル(20) (21)に複数資源i(i-l,..., m)を導入し、さらに生産物の生産部門も複数化
してノ(/-1　n)部門としようo前節の議論から、この場合、目的関数に消費を入れることは有意味
とは思われないので
∫.ォー"(蝣∑了α¥R}j ∑了α2*2, +-+∑Jnα・AW
-∫ ,-/"l∑. ∑frR^dt (i-l,-,-, y'-l,.・.,ォ)
(74)
とするcここでR,jは、自然資軌が採掘され、部門jに投入されることを示している。制約条件は
KJ -fJ(Kノ,Rlノ,*2,,...,iy -c,
丘j --Rn -Ri- ---Rim--∑Tも　givenKjQ,SiQ,β, 0
(75)
となるo　このように定式化した場合、目的関数の別解釈として、資源採掘のコストの割引現在価値
の合計を最小化する問題と捉えることも可能である。なお多数資源を扱ったMimura et al.(1997)で
は、論文全体を通して生産関数はひとつのみ、消費もひとつのみで、しかもR.を資源採掘量として
生産関数は
/(K,V..,-Km)C)
のように与えられており、生産関数は形式的には一般的であるが、経済学的には「特殊」な型とい
えようo彼らの後半部分では、消費に依存する効用の割引現在価値の合計がEl的汎関数になってお
り、それを使って保存則とハートウイック・ルールの関連について分析されていることは既述の通
りである。(3)
以下では見通しをよくするため、 (74) (75)において'.; =1,2としよう。こうしても一般性を失わ
ないことは明らかであるO　このとき日的汎関数は
丁.Qe-pL(α (Rl] +R12) +az(Rzl +R22))dt
となり、制約条件は次のようになる。
(76)
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K¥ =f (K¥>Ri)'Ru)-Ci' Ki =f (K2,R12,R22)-C2,
」, =-*,, -*,2. S^-Rtt-Rv　&venK[。,K2。,Sl。,S2。,p
まず経常価値ハミルトニアンは
Hc - α・>(*N +*12)+αAX*i +Xn)+rh(f (Kい^Il'^2])-C,)
+甲,(/ (*2.*U>ォ22) -Ca)-り.(Rn +R^- nMn + Ru)
(77)
(78)
であり、四つの乗数には通し番号の添え字を振ってある。そこでEL条件を求めると以下の通りとな
るD
--α.+揺-,73-0
OH'
∂R11
I-α.+揺-7j-0
?H-
・K
有-α +rj2宏-74-0
Wl
両-<z,+り老-74-0
∂Hc
cH
面=-*h
aHc
面= ~Vz
-碓--行1
・ "・・i蝣蝣蝣>・
∂〝`
亙=~q3 ⇒ 0=-73 ラ %=%0
6Hc
由一刊ヨ帖bi蝣蝣iiirr
a/1_8fl ef_df2
(79)-(82)より
a&, as,.　朗21 ∂R22
を得る。再び(79)を使って、これを時間微分し、 (85)に注目すると
・.K -''.K、=Iこ・ ,I.十′′・ft
これと(83)より
君-(若,′(若,濱
を得る。同様にして、 (80)を時間微分し、 (85)に注目し、 (83)を使えば
(87)
(88)
(89)
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君- (霊,′(霊)譜
となる。これと(89)より
鑑,′(霊, - (霊)′(急増
を得るが、これは第1部門におけるホテ1)ング…ルールである。この式を
王-ど-*<o
X V
とおけば
x- x。exp(Jz(t)dt), y - y。exp(jz(t)dt)
であるから
ヱ= 2ァ= const.
・r　…一°。
Ell富
j亡/旦1- = c。nst.
cK., aft
(90)
(91)
(92)
となる。 Mimura et al.(1997)ではこれに対応する条件を消費-定の仮定もとで導出しているが、本
節ではこの仮定は不要である。
これとまったく同様にして、 (81)(82)を時間微分し、 (86)より、第2部門のホテリング・ルール
・霊)′(監) - (霊,′(監) -髭　　　　(93)
を得る。
この二部門モデルにおける一般化されたハートウイック・ルールは、単一資源の場合の(68)にし
たがって、次のように定義されるo
kl-若*u+若^12'K2-若柳霊R22
これらを時間徴分すると,それぞれ
・! -蝣ォ.礁蝣>+*,.<蝣告)+JWE,・点12(若,
K2 -ち.(蛋)+ *2-(霊, +ち2(霊) ・烏2(霊,
となる(91)(94)を使って(95)を変形すると
(94)
(95)
(96)
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-〕∴　蝣A*　:A*:k .k
-若(*, ML+R,企)+*,昔・R]老
-若K,+R,監+A.老
となる。制約条件(77)の第1式を時間微分し、変形すると
と蝣l --*l +若kl十若Rl.十監R・2
となるので、これに(97)を代入すれば
C=0
(97)
(98)
(99)
となる。 c,=Oについても同様に証明されるC
目的関数について付言しておこう。既に述べたように、目的関数に消費が入り、例えば(76)の代
わりに
Jォ(ci,C2)e-"<fr (100)
としても、本節の主張を得るためにはなんらの問題も生じないo　その理由は消費が外生変数であっ
て、内生的な扱いをしていないからである。
そこで単一資源モデルでも考察したように、視点を若干変えて、目的汎関数を(100)とし,さら
に消費をも内生変数として、消費の定常解を吟味しておこう。このときEL条件として、取り敢えず
新たに二つが加わる。まず経常価値ハミルトニアンは
Hc = u(CvC2)+rjl(f(KlyRu,R21)-Cl)
+%(/ (^2.^2.*a)- C2)-り!(tfll +tfl2)-?74(*2> +*22)
となる。二つの消費に関するEL条件は
貰-芸-7,-0,芸-芸-72-0
となる。したがって二つの消費に定常状態を想定した場合
り[ =const., ij2 =const.
(101)
(102)
( 103)
となるo他のEL条件には変更されるものが出てくるが、 (83)(84)はまったく変わらない。よって
(83) (84) (103)より
'J・"_・/;蠎・、
∂Kl
吐=o⇒K2→のdK, (104)
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という不合理な結果が生じるのであるO　この点は単一資源の結論(73)と本質的に同じ結果となり、
消費を保存するため、ハートウイック…ルールを体系外に想定する意味を再確認させるものであるO
6.おわりに
本論文では、マクロ的な見地から、まず最初に、枯渇性資源にかかわる古典的定式化のもっとも
単純なものについて、そこに内在する保存則を援用して、従来の方法と同じように、解析解が得ら
れることを示し、またゼロ保存則を初期時点で評価することにより、乗数を含めたすべての変数の
初期値を決める筋道を示した。
次に、保存則を使って枯渇性資源の分析を行なったSato and Kim(2002)の一部モデルに割引率を
導入して、その手法が生む開場点を指摘し、割引率と一定消費の経絡のかかわりを明確にした。
さらにMimura et al.(1997)の多数資源モデ)i,を改良して、生産部門をも多部門化し、消費を一定
に保つための条件として著名なハートウイック…ルールを、複数の消費の問鳳こ拡張するとともに、
ハートウイック.ルールがもたらす消費経路と、消費の定常解との関連を明確にした。多数資源に
関するこれらの諸点は保存則を使わず、通常の最適制御問題の枠組みで検討されたO　このモデルに
おける保存則の含意を追及することは今後の課題として残されている。またこの論文を通じて市場
を念頭に置いた分析はなされていないが、市場を導入し、完全政争企業にせよ、独占企業にせよ、
企業の利潤最大化問題における保存則の含意を分析することも残された課題であるO
注
(1) Mimura et ai.<1997)およびSato and Kim(2002)が公刊された順序については留意をしておく必要
がある。公には、前者が5年早く公刊されたことになっているが、前者には後者の論文名が参考文
献として挙げられており、本文にも言及があるo Lかし逆の言及は-切ないO推測であるが、実質
的にはSato and Kim(2002)が先行して書かれ、それをMimura et al…(1997)が参考にしたということ
であろう。
(2)念のため、ハートウイック・ルールをも当初から制約条件として付加して、 EL条件を求めてみ
よう。 (69)を目的関数に代入すると、最適問題は
-可u{C)e-p'dt-∫ u{f(K,R)霊R)e p'dt
s.t. S=-R
(105)
となるO　このモデルが無意味である点は、もはや状態変数ではなくなったKに関する条件を求めて
みれば明らかになるO経常価値ハミルトニアンは
tr - u(f一芸R)+ M-R) (106)
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であるから
霊-ォ1(C)(莞　8K莞))-o一ォ'(0-0 ⇒ C→の　(107)
となり、矛盾が生じるのである。
(31 Mimura et aL(1997)およびSato and Kim(2002)両論文の前半のモデルにおいて、目的汎関数が
特殊な形に帰着することは本文第3節に述べた通りであるO実は後者の論文全般にわたって、経済
学的見地から一層重大と思われる問題点が存在するので、やや長くなるが、注記しよう。
前者の第2のモデルを取り上げよう。モデルは次のように定式化されている(枯渇性資源の数は
一般性を失うことなく二つに限定できる)0
J 'u(Qdt
K-F(K,RvR2,C)+pK>　S, --e-p>耳
(0.1)
制約条件のうち、二番目の制約条件も問題がないとはいえないが、蔵初の制約条件には明らかに疑
義が生じるO生産物変換関数Fは兎も角としても、資本ストックの変化率については、経済学では
減価償却率を∂として、
K = F{K,Rx>R2,C) -8K
と書かれるのが普通である。
そこでこの制約条件で代替して、問題を解いてみようDハミルトニアンは
H-e-"'u(C)-e- ∑ x^+A.iFiK,耳,R,,C)-3K)
となるので、消費も内生変数としてEL条件を求めてみると
些--ーp*A+堵-0 - l-ept堵∂R,
些-e-p'u'+ん器-o∂C
雷-痩-S)--太一ん一--接
些=o=-1
∂gf
となる(0.5)を時間微分すると
(0.2)
(0.3)
(0.4)
CO.5)
(0.6)
(0.7)
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u・軸*-f+^芸+vo芸)
-ォ"{芸(Ao+pAo)+ち(芸, )
となる。
もしMimura et al.の設定が妥当であって、 (0…6)において
S--p
と置くことができるならば、 (0…6)は
4,+M--接
となる。これを(0.8)に代入すると
u"C-e'%{ (芸)豊芸)
となり、よってMimuraetal.が推論したように
と=o ⇔ (芸)′芸=芸
(0.8)
(o…9)
(0.1 0)
(0.ll)
(0.12)
となる。つまり、消費の-定性とホテリング…ルールの明確な関係が得られ、この条件はMimura
et aLの分析の起点になる重要な関係式になっているo　しかしながら、これは(0.9)のように、経済学
的に極めて不自然な想定を必要としているのである。割引率はそのまま生かし、減価償却率のみを
ゼロにした場合でも、明確な関係が得られないことは明らかである。
登場順序は前後するが、 Mimura et al.(2002)の第-のモデル
∫ ,-/"(aA ・胞,A)dt
K=F(K,Ri,R2,C)+pK, St =一牀-"'%
(0.13)
についても、同様の疑問が成立するのであるo　もっともこのモデルでは、消費に関するEL条件は使
われておらず、消費は外生的に一定とされている。それは、消費も内生変数とすると、目的関数に
消費が入っていないので、不都合な条件が出るからである。つまり
H -e pt{α,蝣/?, + a2R2)-e~Pl∑,棉+ん(F-pK)
を,消費について偏徴分すると
雷-私語-0 - A0-0orC-inde丘nite
(0. 14)
(0.15)
となる可能性が出てくるからであるoすなわち、このモデルでは消費を外生的に一定として与える
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ほかないのである。
謝辞
本論文の作成にあたっては、片岡晴雄教授(明星大学)から貴重なコメントをいただいた。ここに記
して深謝申し上げる。
参考文献
(1) Hartwick, J. M.,. "Intergenerational equity and the investing of rents from exhaustible resources.
American Economic Review, 66, 1977. 972-974
(2) Hartwick. J. M., "Substitution among exhaustible resources and intergenerational equity. Review
ofEconomic Studies, 45, 1978, 347-354
(3) Hotelling, H.. "The economics of the exhaustible resources, Journal of Political Economy, 39, 1931,
137475
(4)橋本寿明　「同次性下の非線形最適制御モデルの解法」亜細亜大学『経済学紀要J第29巻第1号
2004　7-16
(5)片岡晴雄　F最適経済動学モデルと保存則】博士論文(中央大学) 2004
(6) Lanczos, C.,, The variations! principles of mechanics, Fourth ed., Dover, 1970
(7) Mimura, F, Fujiwara. F. and Nono, T., "Conservation laws in a model for capital accumulation with
many exhaustible resources. TENSOR, Vol. 58,, 1997, 171-185
(8) Mitra, T.. "Intertemporal equity and e伍cient allocation of resources, Journal of Economic Theory.
107, 2002. 356-376
(9) Sato. R. and Kim, Y…, "Hartwick's rule and economic conservation laws, Journal of Economic
Dynamics and Control, 26, 2002, 437-449
(10)時政晶r枯渇性資源の経済分析j牧野書店1992
(ll)時政虜「枯渇性資源と最適成長」 r現代マクロ経済学l所収(時政属他編)中央経済社1995 129-
IEU
